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1. Due problemi di ottimizzaziong

La lattina piu economica

I
Ilfu,

vuole risparmiare sul costo delle lattine _,j
b

usando lo stesso materiale, conservando il

la forma cilindrica e il volume V (33 cl).

Problema: come scegliere altezza (h cm) e raggio (x c
In modo che la superficie totale sia minima?




A(X)=areatotale ~ @X  + 2hx

area dei cerchi di base area della supettterale













Rifrazione della luce

Un segnale luminoso passa attraverso due mezzi onengi

(aria-acqug, separati da una superficie piana.




Problema: che relazione sussiste tra gli angolii,r e
velocita vl e v2?

Il segnale minimizza il tempo di percorrenza da A3a




1. Alcune questioni scientifiche nel XVII secol

cinematiche

che cosa si intende per velocita ed accelerazione
di un oggetto in moto ?

Moto rettilineo uniformevelocita = spazio / tempo
Velocita media




Galileo Galilel

N: 15 Feb 1564 a Pisa
M: 8 Gen. 1642 ad Arcetri




analitiche

Ha senso sommare Infiniti termini?

-1+ .. =0+0+0+0+... =




geometriche/meccaniche

come si calcolano aree e volumi di

figure piane o di solidi generici ?

come si calcola la lunghezza, per
esempio, di un arco di parabola?

(rettificazione di curve “meccaniche”)

come si determina la quota mass \/

0o minima di una linea?




che cosa si intende petta tangented una linea piana in un suo
punto?

TN

N

non ben definiti | concettl diumeroreale e dfunziond!







2. Origini e sviluppo del calcolo infinitesimale

la diffusione
le critiche

| SUccessi




Bonaventura Francesco
Cavalieri

Metodo degli indivisibili per calcolare
aree e volumi (1626)

Area come “somma di linee parallele
-gli indivisibili-

di dimensioni infinitesime”

N: 1598 a Milano
M: 30 Nov 1647 a Bologna




Pierre de Fermat

N: 17 Ago 1601 a Beaumont-de-Lomagne, Franci
M: 12 Gen 1665 a Castres, Francia




Laplace “Fermat, il vero inventore del calcolo differenzial

metodo pertrovare max e min di “luoghi” geometrici
descritti da polinomi

- y=RY

Come si trovan?

Nel punto di ascissa la e orizzontale!




/\.

m

incremento della variabile
dam passo axd

—— Incremento della variabilg

P(m+dm- B ne=0
rapporto incremental:

dm=0 !ll|




Funziona?

P(m+dm- B ( m din- 2( +m dm ( 2m2 )
= (n? +2mdm+( dif) - (2 m2 dn- (2 )

=’ +2mdm+(dnif -2 m2 dm 2

=2mdm++( dny - 2 dr




P(mcin)- Am_

O divente

AN 22 Do o =

dn=0 2n- 20 m=

Funziona!! Ma per linee piu generali?

Che cosa si intende pegtta tangented una linea piana

Come si definisce il concetto di velocita istantahe




Sir Isaac Newton

N: 4 Gen 1643 a Woolsthorpe, Lincolnshire, Inghilterra
M: 31 Marzo 1727 a Londra




Newton Sviluppo legato a problemi cinematici

fluenti e flussioni

N

grandezze geometriche/fisiche  velocita di variazione
variabili in dipendenza del tempo delle fluenti

0 : incremento temporale "molto piccolddiverso da zer

Flussione dy: rapporto tra 'incremento subito da y in un intervallo di
tempo o ed o stesgmapporti tra quantita evanescenti)

variazioni subite dalle fluent,y: BRSSP GEP (0




Data la relazione tra due fluendiy,
trovare la relazione tra le loro flussiox, y.

y=x

Y+ yO, X+ XO

/_|_ Yo =( x+ x09° :/){+2 xXo+ % B

o=0 (I

Y = 2x derivata diy risptto adx
X




2x derivata dix® rispeb ad X Che cosa rappresenta?

2

b X
pendenza— =
a x/2

= 2X 4 Retta tangente

(%, %)

Fuoco

X/ 2

direttrice T




]
Triangolo evanescente

Problema della
retta tangente

“ il triangolo evanescente CEC’ nell'ultima sua formaatitera simile
al triangolo CET....affinche si trovino le ragioni ultirdelle linee
CE, CC’ e C’E,l punti C e C’ devono sovrapporsi e coincidere ...

c’e gia il concetto di limite....




Gottfried Wilhelm
von Leibniz

N: 1 Luglio 1646 a Lipsia, Sassonia (Germania)
M: 14 Nov. 1716 a Hannover, Hannover (Germania)




Leibniz Infinitesimi attuali, differenziali

Infinitesimo (positivo): numero positivo
piu piccolo di ogni numero del tipo 1/n

esempio e=1- 0.999999..

Differenziali: dy e dx incrementi infinitesimi

dx=e, dy= f( x+e)- f( ¥




Trovare la tangente significa condurre una retta chegitonga due punti
aventi distanza infinitamente piccola...quella distamdinitamente
piccola e sempre nota per mezzo di qualche differendialdy....




Derivata come rapporto dei differenzialy e dx

%’ . pendenza della retta tange

esempio derivatadi ¥ %
_(x+€) - ¥ _ R+2ex+é- X

= =2X+ e 2X
e

regole di calcolo, relazione tra integrazione e dervaz

Acta Eruditorum (1684), Lipsiaannuncio della nascita
del calcolo infinitesimale!




2. Origini e siluppo del Calcolo infinitesimale

le critiche

| sUccess|




Primo trattato sul calcolo infinitesimale alla Leibniz

Best sellem

Ancora non ben definiti i concetti dumerorealee difunzioné!




Guillaume Francois
de I'Hospital

(1661-1704)




2. Calcolo differenziale (ed integrale)

| successi




George Berkeley
(1684-1753)

... che cosa sono queste flussioni? Le velocita di incnéreganescenti.
E cosa sono questi incrementi evanescenti? Non sawti@ufinite, né
guantita infinitamente piccole e neppure nulla. dossiamo chiamarli
fantasmi di quantita scomparse?




2. Origini e sviluppo del calcolo infinitesimale




meccanica, meccanica celeste

vibrazioni di una corda,
propagazione del suono
attrazione gravitazionale,
moto dei pianeti, della luna,
equazioni dell'idrodinamica,

propagazione del calore ...

principi variazionali




Jean Le Rond d'Alembert

Corda vibrante
e propagazione del suon

1749 Recherches sur la courbe
gue forme une corde tendue
mise en vibration

N: 17 Nov. 1717 a Parigi
M: 29 Ott. 1783 a Parigi




Leonhard Euler

880 scritti,
88 volumi dell’opera omnia

N: 15 Aprile 1707 a Basilea
M: 18 Sett. 1783 a S. Pietroburgo, Russia




Eulero. Con Gauss e Riemann uno dei pit grandi. | sud
scritti erano un modello di chiarezza. Non sint&za mai.
Cieco negli ultimi 17 anni della sua vita. SapBkaeide

a memoria. La sua vita fu placida e serena ... coigl3
Introductio in Analysin infinitorum (1748)

Institutiones Calculi Differentialis (1755)

Institutiones Calculi Integrali (1768-1794)

Le notazioni di sin X, cos X, f(x) e il simbolo di
sommatoria sono dovute a lui.

Ad Eulero si devono le equazioni di moto per |la zaiae di
un solido, quella per la flessione di una barraebzione di
carico critico per la compressione di una colonna.
Predisse il fenomeno della pressione di radiazianeciale
In teoria della stabilita stellare.







Pierre-Simon Laplace

Meccanica celestg

Mecanique Celeste
5 volumi dal 1799 al 1825

23 Marzo 1749 a Beaumont-en-Auge, Normandi
5 Marzo 1827 a Parigi




Matematico e astronomo. Interessi: meccanica celastgalpilita,
carriera personale.
Noto ai suoi tempi come il Newton di Francia, emgpeégnato ad applicare la
teoria di N. al sistema solare facendo interagird@ameaneti e satelliti fra lorg
Nei suoi volumi sulla meccanica celeste non aveaaciiessuno.

Napoleone voleva provocarlo chiedendogli come masse scritto un libro
tanto importante senza menzionare Dio come autdifardeerso.
Laplace rispose che non aveva bisogno di quellipotesi.

Dopo la rivoluzione sviluppo il suo talento poldicAd ogni cambio di regime
si adattava cambiando da fervente repubblicanovariee monarchico. Ogni
volta con una posizione migliore.

Generoso nell'incoraggiamento/aiuto ai giovani. Aititchimico Gay-Lussac,
Il naturalista Humboldt e il giovane Cauchy.




Jean Baptiste Joseph
Fourier

Propagazione del calore

1822, Théorie analytique
de la Chaleur

N: 21 Marzo 1768 a Auxerre, Francia
M: 16 Maggio 1830 a Parigi




Erone d’Alessandria, | secolo d.C.la luce si muove
lungo un percorso che minimizza tempo e spazio

L eonardo: la natura e economice

Pierre de Fermat: |la luce viaggia da un punto ad u
altro lungo il cammino che richiede il tempo minimg
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Joseph Louis
Lagrange




Johann Carl Friedrich
Gauss




1827:Disquisitiones generales circa superficies cur




3. Calcolo differenziale moderno:

Il calcolo differenziale

massimi e minimi







Karl Theodor Wilhelm
Welerstrass

N: 31 0Ott 1815 a Ostenfelde (Germania)
M: 19 Feb 1897 a Berlino, Germania




Cours d’Analys€1821)nascita della nozione di limite

“Allorche i valori successivamente assunti da ueas
variabile si avvicinano indefinitamente a un valfissato, si
dadifferirne alla fine tanto poco quanto si vorgaiest'ultima
guantita e chiamata limite di quella variabile.”

L ¢ il limite della "variabilef (x) pek @htende &
i (x) = L

X® c




Differenza prestabilita

0.5 0.3 0.2 0.05 0.01

0.958 0.985 0.993 0.00058 0.999(

0.042 OI» 0.007 0.00042 @O0002

<1/100 <1/1000 <1/10000




Sia f definita in un intervallo (a,b). Vogliamo oefe |a
derivata di f in un punto x, a < x < b.

Si calcola I'incremento subito da f quando il suo
argomento passa da x a x+h:
f(x+h) - f(x)

Si definiscalerivata di f nel punto x il seguente limite

f (x+h)- f(x)

lIm
h® 0

df
che si denota con uno dei simbdilll f (%) Oppure-~




Retta tangente e significato geometrico di f'(x)

la retta limite si chiamaretta tangente

1 foerh)-10

f(x+h)- f(x)

= pendenza cord

v

x+h

f '(x) = pendenzaetta limie




3. Calcolo differenziale moderno:

limite e derivata

massimi € minimi




esempia derivata d f{ ¥= mx g
f (x+h)- f(x)

m(x h+ g (mx g _

= =m
h h
esempio derivata di { ¥= % f'(x) = 2x
f (x+h)- f(X):(XI- r)z- X :x2+2hx+hz- X2:2x+h
h h h
IA&(2x+ h) =2X
. . . 1 : 1
esempio derivata di { )<:; f(x)=-
L
f(x+h)- f(x) _ (% h X—EX(* - 1
h ~h hx(xBh e N
im- —+ = %
oo x(x+h) X




Regole di derivazione







3. Calcolo differenziale moderno:

limite e derivata

Il calcolo differenziale




La lattina piu economica

/
Problema: scegliere altezza (h cm) e raggio (x cm) m&n@&&

In modo che la superficie totale sia minima

200 T

150 T

100 T

50 T

T T T T
1.25 2.5 3.75 5



Procedura (Fermat!): nel punto di minimo la tangente al grafico e orizaba,
quindi ha pendenza zero.

Si calcola allora la derivata di A e la si uguagliazaro.

A'(x):%x-% =0 205 =V w=3Y

X

2/3
% S

§<]

Q<

-
DX

N

V =330cnt
h=2x=7.48




Rifrazione della luce

Problema: che relazione sussiste tra gli angolii,r e le
velocita vl e v2?

Il segnale minimizza il tempo di percorrenza da Aa




A A=(% %)

aria

T(X) =T, daAaP+ T, daP &

distanzaAP _ 1 distanzsPB _ 1
T..= = X- 2+ 2 T..= = X- XY+
= = g fE W Tem = )

T(X)=%J(x- %)+ 362+V—12\/(X N+ Y






Legge di Snelper la rifrazione della luce



