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Obiettivo: Invarianti in matematica

Programma
@ Indovinelli
@ Invarianti nella geometria moderna

@ Un problema dalla geometria greca
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Il salto del cavallo

Domanda.
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Il salto del cavallo

Domanda.

E possibile muovere il cavallo dalla casella in
alto a sinistra a quella in basso a destra
passando su tutte le caselle esattamente una
volta?
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[ _Inlariante. Ad ogni mossa il cavallo salta
da una casella ad una di colore opposto
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[ _Inlariante. Ad ogni mossa il cavallo salta
da una casella ad una di colore opposto

Passare su tutte le caselle esattamente una
volta richiede 63 salti ¥ Dispari!
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[ _Inlariante. Ad ogni mossa il cavallo salta
da una casella ad una di colore opposto

Passare su tutte le caselle esattamente una
volta richiede 63 salti ¥ Dispari!

D Dopo 63 salti il cavallo sara su una casella
nera
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Il salto del cavallo
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[ _Inlariante. Ad ogni mossa il cavallo salta
da una casella ad una di colore opposto

Passare su tutte le caselle esattamente una
volta richiede 63 salti ¥ Dispari!

D Dopo 63 salti il cavallo sara su una casella
nera

D E impossibile muovere il cavallo dalla
casella in alto a sinistra a quella in basso a
destra passando su tutte le caselle
esattamente una volta
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La scacchiera mutilata

Domanda (Max Black 1946).

Rimuoviamo dalla scacchiera la casella in alto
a sinistra e quella in basso a destra.
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La scacchiera mutilata

Domanda (Max Black 1946).

Rimuoviamo dalla scacchiera la casella in alto
a sinistra e quella in basso a destra.

Avendo a disposizione tessere rettangolari
della forma

& possibile piastrellare la scacchiera mutilata?
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La scacchiera mutilata
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La scacchiera mutilata

[_Inkariante. Ogni volta che una tessera
rettangolare di forma

viene posata, copre sia una casella bianca che
una nera.
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[_Inkariante. Ogni volta che una tessera
rettangolare di forma

viene posata, copre sia una casella bianca che
una nera.

Piastrellando con queste tessere si puo
ottenere solo una figura con stesso numero di
caselle bianche e nere.

marco.pozzetta@polimi.it Il salto del cavallo, la Congettura di Poincare e altri invarianti



La scacchiera mutilata

[_Inkariante. Ogni volta che una tessera
rettangolare di forma

viene posata, copre sia una casella bianca che
una nera.

Piastrellando con queste tessere si puo
ottenere solo una figura con stesso numero di
caselle bianche e nere.

La scacchiera mutilata ha 30 caselle bianche e
32 caselle nere

marco.pozzetta@polimi.it Il salto del cavallo, la Congettura di Poincare e altri invarianti




La scacchiera mutilata

[_Inkariante. Ogni volta che una tessera
rettangolare di forma

viene posata, copre sia una casella bianca che
una nera.

Piastrellando con queste tessere si puo
ottenere solo una figura con stesso numero di
caselle bianche e nere.

La scacchiera mutilata ha 30 caselle bianche e
32 caselle nere

D E impossibile piastrellare la scacchiera
mutilata

marco.pozzetta@polimi.it Il salto del cavallo, la Congettura di Poincare e altri invarianti



La scacchiera mutilata

[ Inkariante. Ogni volta che una tessera
della forma

viene posata, copre sia una casella bianca che
una nera.

marco.pozzetta@polimi.it Il salto del cavallo, la Congettura di Poincare e altri invarianti



La scacchiera mutilata

[ Inkariante. Ogni volta che una tessera
della forma

viene posata, copre sia una casella bianca che
una nera.

In generale: & impossibile piastrellare una
scacchiera a cui sono state rimosse due
caselle dello stesso colore
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La scacchiera mutilata

[ Inkariante. Ogni volta che una tessera
della forma

viene posata, copre sia una casella bianca che
una nera.

In generale: & impossibile piastrellare una
scacchiera a cui sono state rimosse due
caselle dello stesso colore

Teorema (Ralph Gomory 1973).
E possibile piastrellare una scacchiera a cui
sono state rimosse due caselle di colore

diverso
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Nicolaas Govert de Bruijn 1969

Domanda.
Avendo a disposizione mattoncini 1x4x2 della
forma
6
4 Z
4
6 €& possibile costruire un cubo 6x6x67
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Sfera S?

Ciambella (Toro)
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Invarianti in geometria

Sfera S2 Domanda.

E possibile deformare la sfera, senza bucarla,
facendola diventare un toro?

Ciambella (Toro)
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Invarianti in geometria
[ _TInlariante.

Una curva chiusa sulla sfera pud sempre essere
ristretta a un punto.

Curva chiusa sulla sfera S?
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Una curva chiusa sulla sfera pud sempre essere
ristretta a un punto.

Curva chiusa sulla sfera S?

< >

Curva chiusa sul toro
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Invarianti come classificazione di oggetti geometrici
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Invarianti come classificazione di oggetti geometrici

Domanda. Deformazioni della sfera S? sono le uniche superfici dove curve chiuse possono
sempre essere ristrette a un punto?
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Invarianti come classificazione di oggetti geometrici

Domanda. Deformazioni della sfera S? sono le uniche superfici dove curve chiuse possono
sempre essere ristrette a un punto?
Risposta. Si (Bernhard Riemann 1860)
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Domanda. Deformazioni della sfera S? sono le uniche superfici dove curve chiuse possono
sempre essere ristrette a un punto?
Risposta. Si (Bernhard Riemann 1860)

¥ Possiamo porre domande analoghe in dimensione piu alta:
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Domanda. Deformazioni della sfera S? sono le uniche superfici dove curve chiuse possono
sempre essere ristrette a un punto?
Risposta. Si (Bernhard Riemann 1860)

¥ Possiamo porre domande analoghe in dimensione piu alta:

+ :3

Congettura di Poincaré 1904. Deformazioni della sfera S® sono le uniche superfici
tridimensionali dove curve chiuse possono sempre essere ristrette a un punto.
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Invarianti come classificazione di oggetti geometrici

Domanda. Deformazioni della sfera S? sono le uniche superfici dove curve chiuse possono
sempre essere ristrette a un punto?
Risposta. Si (Bernhard Riemann 1860)

¥ Possiamo porre domande analoghe in dimensione piu alta:

+ :3

Congettura di Poincaré 1904. Deformazioni della sfera S® sono le uniche superfici
tridimensionali dove curve chiuse possono sempre essere ristrette a un punto.

Teorema (Grigori Perelman 2003).
La Congettura di Poincaré & vera.
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La caratteristica di Eulero

\———- - -

Poliedro
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La caratteristica di Eulero

F = numero di facce

S = numero di spigoli

V' = numero di vertici

\———- - -

Poliedro
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F = numero di facce

)

S = numero di spigoli

V' = numero di vertici

Teorema (Eulero 1758). F S +V =

\——-—------
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La caratteristica di Eulero

F = numero di facce

)

S = numero di spigoli

V' = numero di vertici

Teorema (Eulero 1758). F S +V =2

\——-—------

[Tnkariante.

Lasomma F S +V & invariante tra tutti i
poliedri.

Poliedro
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Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)
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Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)

Poliedro

marco.pozzetta@polimi.it Il salto del cavallo, la Congettura di Poincae e altri invarianti



Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)

_ Poliedro con
Poliedro cariche elettriche

marco.pozzetta@polimi.it Il salto del cavallo, la Congettura di Poincae e altri invarianti



Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)

_ Poliedro con
Poliedro cariche elettriche
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Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)

Sposto cariche da vertici e spigoli nella faccia
adiacente, in senso antiorario visto dall'alto
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Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)

Sposto cariche da vertici e spigoli nella faccia

. . ) A Le cariche raggruppate in ogni faccia si
adiacente, in senso antiorario visto dall'alto ggrupp 9

cancellano
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Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)

Le cariche raggruppate in ogni faccia si
cancellano
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Dimostrazione della formul& S+ V =2 (William Thurston 1980)

Le cariche raggruppate in ogni faccia si Restano solo le due cariche positive nei due
cancellano vertici
Il salto del cavallo, la Congettura di Poincae e altri invarianti



Classi cazione dei solidi platonici

marco.pozzetta@polimi.it Il salto del cavallo, la Congettura di Poincae e altri invarianti



Classi cazione dei solidi platonici

De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
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Classi cazione dei solidi platonici

De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
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Classi cazione dei solidi platonici

De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli

Cubo
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Classi cazione dei solidi platonici

De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli

Cubo
Tetraedro
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Classi cazione dei solidi platonici

De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli

Cubo
Tetraedro

Domanda E possibile elencare tutti i solidi platonici?
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia =~ 3
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia =~ 3
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n 3

Eulero F = facce, S = spigoli, V =vertici ) F S+V =2
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che

tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia ="
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

Eulero F = facce, S = spigoli, V =vertici ) F S+V =2

F=2S nv = 2S
_ 2S5 2S _ 1,1 _ 1 1.1
F S+v=2 ) S+?—2 ) 2S < 2+n =2 ) 2+n
1.1 1 1 1_1
) T3 2 5 37§ )
2 n 2 3 6
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia =~ 3
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n 3

Eulero F = facce, S = spigoli, V =vertici ) F S+V =2
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia ="
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

Eulero F = facce, S = spigoli, V =vertici ) F S+V =2

= - S=Z ) <6 ) =345
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia =~ 3
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n 3

1

Sl

NI~
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia =~ 3
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n 3

1

Sl

NI~

" = 4 (facce quadrate)
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia =~ 3
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n 3
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia =~ 3
3

da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

=
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che

tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia ="
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

1
= +

Sl

>0 T=3;4;5

NI~

)

Sk B

(facce quadrate)
>% 2=3) n<4) n=3
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che

tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia ="
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

1
= +

Sl

>0 T=3;4;5

NI~

)

Sk B

(facce quadrate)
>3 3 ) n<4) n=3
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" = 3 (facce triangolari)
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che

tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia ="
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

1
= +

Sl

>0 T=3;4;5

NI~

= 4 (facce quadrate)
2 3=3%) n<4) n=3

\Y
NIk O

" = 3 (facce triangolari)
1 > % 1 = 1 )
n

3 6
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che

tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia ="
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

1
= +

Sl

>0 T=3;4;5

NI~

= 4 (facce quadrate)
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De nizione. Un solido platonicoe un poliedro tale che

tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare numero lati di una faccia ="
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice =n

1
= +

Sl
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NI~

= 4 (facce quadrate)
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Definizione. Un solido platonico & un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli numero di spigoli da un vertice = n

numero lati di una faccia = “ 3
3

1 1 1
- -+=->=0 ‘=345
2 . n
* = 4 (facce quadrate)
> i>1 i=id>n<4> -
‘“=4,n=3
‘:E falcce’irian%olarl) o 277
D =5 3=5 D N<6 D) n=345 ‘3 n=4
f=3;n=3
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Definizione. Un solido platonico & un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli

1 1 1
_ _ —>0
‘ 2+n

* = 4 (facce quadrate)

> i=1 121> n<e> -3
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numero lati di una faccia = *
numero di spigoli da un vertice = n
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Definizione. Un solido platonico & un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare
da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli

1 1 1
_ _ —>0
‘ 2+n

* = 4 (facce quadrate)

> i=1 121> n<e> -3

* = 5 (facce pentagonali)
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Definizione. Un solido platonico & un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare

da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli

1 1 1
_ _ —>0
f 2 N n

* = 4 (facce quadrate)

> i=1 121> n<e> -3

* = 3 (facce triangolari)

D i>1 1=1>n<6Dn=345
* = 5 (facce pentagonali)

> > t-p o n<¥<ad> s
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Definizione. Un solido platonico & un poliedro tale che
tutte le facce sono uguali e sono un poligono regolare

da ogni vertice parte lo stesso numero di spigoli

1 1 1
_ _ —>0
‘ 2+n

* = 4 (facce quadrate)

> i=1 121> n<e> -3

* = 3 (facce triangolari)

D i>1 1=1>n<6Dn=345
* = 5 (facce pentagonali)

> > t-p o n<¥<ad> s
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77?7
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Classificazione dei solidi platonici
Teorema. Esistono esattamente 5 solidi platonici
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Classificazione dei solidi platonici
Teorema. Esistono esattamente 5 solidi platonici

Cubo

“—4n=3 Tetraedro

“=3;n=3
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Classificazione dei solidi platonici
Teorema. Esistono esattamente 5 solidi platonici

Cubo

“—4n=3 Tetraedro

c_3n=3 Ottaedro

‘=3;n=4
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Classificazione dei solidi platonici
Teorema. Esistono esattamente 5 solidi platonici

Cubo
‘=4:n=3 . 'I;e';r.aede Ottaedro
=n= “=3n=4
Dodecaedro
‘=5 n=3
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Classificazione dei solidi platonici
Teorema. Esistono esattamente 5 solidi platonici

Cubo
‘f=4n=3 . 'I;e';r.aede Ottaedro
=n= =3;n=4
Dodecaedro lcosaedro
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Grazie per |'attenzione!
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La scacchiera mutilata - Teorema di Gomory

Teorema (Ralph Gomory 1973).

E possibile piastrellare una scacchiera a cui
sono state rimosse due caselle di colore diverso
usando tessere rettangolari della forma

l
.
I
q
1

Dimostrazione. Esiste un percorso chiuso che

N passa su tutte le caselle una volta sola (curva

verde in figura).

|! Se due caselle di colore diverso sono state
rimosse, queste spezzano il percorso chiuso in

due percorsi composti da un numero pari di

caselle.

Si possono piastrellare con le tessere date i

b T due percorsi seguendo la curva verde tra le

due caselle rimosse
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Nicolaas Govert de Bruijn 1969

Coloriamo i cubetti 2x2x2 che compongono il
cubo 6x6x6 con due colori diversi in modo
alternato.

Avremo 14 cubetti blu e 13 cubetti bianchi

| mattoncini 1x4x2 sono della forma

[ Inlariante. In qualunque posizione venga
posto un mattoncino, occupera la stessa
porzione di volume blu e di volume bianco

) Se fosse possibile costruire il cubo 6x6x6,
questo dovrebbe contenere lo stesso volume di
blu e di bianco

D E impossibile costruire il cubo 6x6x6 con
questi mattoncini
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