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Triangoli

▶ Costruire un triangolo equilatero i cui angoli misurano
450.

▶ Costruire un triangolo con angoli assegnati (somma
minore di 1800).



Triangolo equilatero con angolo di 450



Triangolo dati angoli



Triangoli equilateri per simmetria



Ricostruire Escher: Circle limit III



Ottagoni regolari



POSIZIONI RECIPROCHE DI DUE RETTE DISTINTE
1

a) 𝑎 e 𝑏 sono rette
iperboliche incidenti: si
incontrano in 𝐻.

b) 𝑎 e 𝑐 sono rette iperboliche
parallele: si incontrano in 𝐸
appartenente al bordo.

c) 𝑎 e 𝑑 sono rette
iperboliche ultraparallele:
non si incontrano mai.

.



POSIZIONI RECIPROCHE DI DUE RETTE DISTINTE
2

▶ Le rette a e b sono incidenti se la retta euclidea
passante per i poli Pa e Pb è esterna al disco.

▶ Le rette a e b sono parallele se la retta euclidea
passante per i poli Pa e Pb è tangente al disco.

▶ Le rette a e b sono ultraparallele se la retta euclidea
passante per i poli Pa e Pb è secante al disco. In tal
caso le due rette hanno una perpendicolare comune:
se E e F sono i due punti in cui PaPb taglia il bordo
del disco, la retta iperbolica EF è perpendicolare sia
ad a sia a b.



Circonferenze euclidee e disco di Poincaré

▶ Una circonferenza euclidea contenuta nel disco è anche
una circonferenza iperbolica (ma il centro euclideo non
coincide con quello iperbolico)

▶ Una circonferenza euclidea Γ tangente internamente al
disco è un orociclo ( circonferenza con centro all’infinito):
se P e Q sono punto di Γ interni al disco e E è il punto in
cui Γ è tangente al disco, le semirette iperboliche PE e QE
sono congruenti.

▶ Se una circonferenza euclidea Γ taglia l’orizzonte in E ed
F , la porzione c di Γ interna a D è una curva equidistante o
ipociclo : se EF è la retta iperbolica di versi E e F , la
distanza tra un punto P di c e EF è costante.



Curva equidistante secondo Hubbard



Curva equidistante



Cerchio per tre punti

Tre punti non allineati giaggiono su un’unica circonferenza o
ipociclo o orociclo.



Isometrie del disco di Poincaré 1

▶ Un’isometria manda rette in rette.

▶ Un’isometria preserva gli angoli euclidei.

▶ Una rotazione è un’isometria ottenuta componendo
due riflessioni i cui assi sono incidenti.

▶ Una traslazione è un’isometria ottenuta componendo
due riflessioni i cui assi sono ultraparalleli (hanno
perpendicolare comune)

▶ Una rotazione o traslazione limite è un’isometria
ottenuta componendo due riflessioni i cui assi sono
paralleli (hanno un verso in comune)



Isometrie del disco di Poincaré 2

▶ Una isometria che fissa un punto è una rotazione
oppure una riflessione

▶ Una isometria che fissa tre punti non allineati è
l’identità (fissa tutti i punti)

▶ Ogni isometria è il prodotto di al più tre riflessioni.



Traslazione e metrica 1

Supponiamo raggio D sia 1
▶ τa è la traslazione del segmento OA, dove A sul

segmento [0, 1) ha ascissa a

▶ Mostrare τa(x) = x+a
1+ax ( −1 < x < 1)

▶ Definire a
D
+ b = τa(τb(0)) = a+b

1+ab (per 0 ≤ a, b < 1)

▶ Posto f (a) = 1+a
1−a , mostrare che

f (a
D
+ b) = f (a)f (b)



Traslazione e metrica 2

▶ Una funzione distanza che rispetti la congruenza
deve soddisfare

d(0, a
D
+ b) = d(0,a) + d(o, b)

▶ Da f (a
D
+ b) = f (a)f (b), si deduce che esiste una

costante positiva k tale che

d(0, x) = k log
1 + x
1 − x

per 0 ≤ x < 1



Angolo di parallelismo e formula Bolyai



Curvatura


